Le capo du troupeau des s\'eries de Fourier by Marin, Alexis
ar
X
iv
:1
21
1.
39
14
v4
  [
ma
th.
CA
]  
10
 Ju
n 2
01
3
Le capo1du troupeau des se´ries de Fourier.
par
∑ sin(kx)
k
Valence-Lyon-Grenoble printemps automne hiver , 
Collection de 〈〈 cours a` distance 〉〉 d’accoutumance a` de robustes2re´fe´rences.
Re´sume´
x−π+
sin(nx)
n
+2
n−1∑
k=1
sin(kx)
k
=
∫ x
pi
[1+cos(nt)+2
n−1∑
k=1
cos(kt)]dt =
∫ x
pi
sin(nt) cotg(
t
2
)dt
Par inte´gration par parties, S∗n(x)=
sin(nx)
2n
+
n−1∑
k=1
sin(kx)
k
, les sommes partielles modifie´es3,
sont dans ]− pi
2
, pi
2
[ et, pour tout ǫ∈]0, π[, elles convergent, quand n tend vers l’infini, uniforme´ment
sur ]ǫ, 2π−ǫ[ vers pi−x
2
. Donc la corne 2π-pe´riodique ψ : R→ R, ψ(0)=0, 0<x <2π, ψ(x)= pi−x
2
est limite en moyenne quadratique de sa se´rie de Fourier et :
A Si 0 < α < β < 2π alors χα,β : [0, 2π[→ R, χα,β(x)=
1
pi
[
ψ(x−α)− α
2
+ β
2
−ψ(x−β)
]
est
la fonction caracte´ristique4χ[α,β] de l’intervalle [α, β]. Ainsi toute fonction en escalier est limite
en moyenne quadratique de sa se´rie de Fourier et, par densite´ des fonctions en escalier dans les
fonctions de carre´ inte´grable, le meˆme re´sultat a lieu pour toute fonction de carre´ inte´grable.
B La primitive E∗n(x)=
∫ x
pi
D∗n de D
∗
n(y)=1+cos(ny)+2
n−1∑
k=1
cos(ky), le n-noyau de Dirichlet
modifie´, est a` valeurs dans [−π,π] et, sur tout [ǫ, 2π − ǫ], 0<ǫ<π, tend uniforme´ment vers 0.
C Les sommes de Fourier partielles modifie´es d’une fonction 2π pe´riodique inte´grable sont :
S∗n(f)(x)=
1
2
(c−n(f)e
−inx+cn(f)e
inx)+
n−1∑
k=1−n
ck(f)e
ikx=
1
2π
∫ x+2pi
x
f(t)D∗n(t− x)dt
D’ou`, par inte´gration par parties sur chaque intervalle de de´rivabilite´, le the´ore`me de Dirichlet :
Si f est 2π-pe´riodique et, pour x=α0< · · ·<αm+1=x+2π, de´rivable sur chaque intervalle
ouvert ]αi, αi+1[, i=0, . . . ,m avec f
′ inte´grable alors pour tout x∈R on a : S∗n(f)(x)=
1
2π
[
f−(x)E
∗
n(2π)− f+(x)E
∗
n(0)−
[ m∑
j=1
[f+(αj)− f−(αj)]E
∗
n(αj) +
∫ x+2pi
x
f ′(t)E∗m(t− x)dt
]]
tend, quand n→∞, vers la moyenne
f−(x) +f+(x)
2
des limites a` gauche et a` droite de f en x.
Abstract
A glimpse at
∑ sin(kx)
k
gives the above few lines exposition of Fourier series’s quadratic
mean convergence for square integrable functions and Dirichlet’s convergence theorem of the
Fourier serie of a piecewise differentiable function with integrable derivative.
1 chef en italien, dans le Gre´sivaudan la vache dominante conduisant le troupeau a` l’alpage.
2 mais que sous le re`gne de El’hemde´e, certains traitent de poussie`reuses.
3 qui donnent lieu a` des noyaux de Dirichlet d’e´criture et majoration plus simple que sommes
et noyaux de Dirichlet usuels. Avec, dans leurs preuves, calligraphie et majorations plus lourdes,
les e´nonce´s A, B et C ci-dessous ont aussi lieu pour sommes et noyaux de Dirichlet usuels.
4 modifie´e aux extre´mite´es par χ(α) = 1
2
= χ(β).
1
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Commentaires bibliographiques
Les premiers textes ([D]1, chapitre IV du tome II de [J2], chapitre III de [Le], Kapitel 31
de [La]. . . ) ignorent2la the´orie quadratique, commenc¸ant par le the´ore`me de Dirichlet pour les
fonctions monotones par morceaux et, apre`s Jordan [J1], a` variation borne´e.
Ce re´sultat plus ge´ne´ral que C se montre cependant comme ici, une fois note´ que l’inte´gration
(de Stieljes) par parties a lieu pour les fonctions a` variation borne´e (cf. §54 de [R Sz-N]).
La comple´tude du syste`me trigonome´trique3aujourd’hui (2.6 de [H R], 4.24 de [Ru]. . . )
suit souvent de la densite´ des polynoˆmes trigonome´triques dans le Banach des fonctions continues.
Lebesgue ([Le]§24, [Z]I§6.) obtenait la comple´tude directement4, sans utiliser la plus fine
densite´ uniforme, citant une preuve simultane´e5[K]I§2 d’A. Kneser.
Tous deux ([Le]§1, §28, [K]I§4-5) donnent aussi une re´duction a` la comple´tude du the´ore`me
de Dirichlet pour les fonctions C2 par morceaux6a` nombre fini de discontinuite´s, le roˆle de∑sin(kx)
k
e´tant plus explicite dans [Le] que dans [K] :
Soit f 2π-pe´riodique a` variation borne´e (resp. de´rivable par morceaux) alors :
1) f est somme d’une fonction continue a` variation borne´e (resp. de´rivable par morceaux)
et du mode`le explicite
∑
0≤α<2pi
f+(α)− f−(α)
π
∞∑
k=1
sin(k(x− α))
k
.
2) Si f continue et f ′ a` variation borne´e7alors f est limite uniforme de S∗n(f).
1 reproduit dans [K L-R] avec une histoire de´taille´e des se´ries de Fourier cf. aussi [Le]§15-19.
2 cependant de`s 1903 Hurewitz [H] met l’accent sur la the´orie quadratique en la de´duisant
du re´sultat, que Fe´jer venait d’e´tablir, de convergence uniforme vers une fonction continue des
moyennes des n premie`res sommes partielles de sa se´rie de Fourier, cf. aussi [Z]III §3 p. 89.
3 d’ou` I La se´rie de Fourier de f de carre´ inte´grable converge en moyenne quadratique vers f .
et l’e´nonce´ ponctuel II Si les sommes partielles d’une se´rie trigonome´trique Σ sont uniforme´ment
majore´es et convergent simplement vers une fonction f alors Σ est la se´rie de Fourier de f .
4 Par contrapose´e, f continue 2π-pe´riodique non nulle a un coefficient de Fourier non nul :
Soit α<β <α + π et ǫ> 0 tels que que pour x∈ [α, β], |f(x)|≥ ǫ, quitte a` prendre −f, f(x)≥ ǫ.
Comme cos(x− α+β
2
)−cos(β−α
2
) ∈]−2, 1], est nulle en α, β et, entre α+β
2
et α+β
2
±π, monotone ,
le polynoˆme trigonome´trique ψn=
[
1+
ei(
α+β
2
−x) + ei(x−
α+β
2
)
2
−cos(
β − α
2
)
]n
=
n∑
k=−n
dke
−ikx
tend vers +∞ sur ]α, β[ et 0 sur ]β, α+ 2π[ donc pour n assez grand :∫ 2pi
0
fψn=2π
n∑
k=−n
dkck(f)>0 et un des coefficients de Fourier, ck(f) de f est non nul.
5 trop longue pour eˆtre expose´e ici, mais avec des techniques Hilbertiennes e´tonnamment
alge´briques et un argument de se´rie entie`re, elle semble oublie´e (tant par [K L-R] que [Z]).
6 utilisant le second the´ore`me de la moyenne, Lebesgue demande seulement a` la de´rive´e d’eˆtre
a` variation borne´e, en fait cette preuve passe pour f re´gle´e absolument continue sur ses intervalles
de continuite´, e´nonce´ que Hardy et Rogosinski ([H R] §3.8-3.9) font suivre de la comple´tude
(note 3 ci-dessus) et d’une inte´gration par partie (§3.4) pour chaque coefficient de Fourier.
7 Une remarque de de la Valle´e Poussin ([B] §5, [dVP] p. 32), e´tend 2) quand f ′ est seulement
de carre´ inte´grable : Les ine´galite´s de Bessel 2π
∑
|cn(f
′)|2≤
∫ 2pi
0
|f ′|2, de Cauchy-Schwarz et
cn(f)=
1
in
cn(f ′) donnent Σcn(f) absolument convergente : II de la note 3 p. 2. s’applique
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Hardy&Rogosinski enfin, apre`s l’avoir de´duite de la comple´tude et d’une majoration de
ses sommes partielles8obtiennent aussi ([H R] fin du §3.7) la somme de
∑ sin(kx)
k
a` partir,
suivant Euler, du de´veloppement9, pour |z|<1, de log(1− z).
Inte´grer par partie la de´rive´e qui se somme explicitement pour de´terminer une somme
(comme ici le capo
∑ sin(kx)
k
) remonte a` Fourier ([F] Art. 178-180).
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8 |S∗n(x)|≤
∑ pi
2|x|
k= 1
2
∗
| sin(kx)|
k
+ χ[0,n](
pi
2|x|
)|
∑n
k= pi
2|x|
∗ sin(kx)
k
|≤ pi
2
+
2|x|
pi
cotg(x
2
)≤ pi
2
+ 4
pi
.
9 et du the´ore`me d’Abel en z0=einx, justifiant l’intuition d’Euler, cf. aussi [Z]I§2, [Le]§21.
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Appendices
0 Sommes partielles et sommes partielles modifie´es.
Les sommes modifie´es d’une suite1ux, x∈X entre a, b∈R sont de´finies pour
ve´rifier la relation de Chasles
c∑
a
∗
un=
b∑
a
∗
un +
c∑
b
∗
un : si a ≤ b on a :
b∑
a
∗
un=
∑
a≤k≤b
uk −
1
2
[ua + ub]=
∑
a<k≤b
1
2
(uk−1 + uk)
1 L’expression D∗n(t) = sin(nt) cotg(
t
2) du noyau de Dirichlet modifie´.
La relation sin( t
2
)D∗n(t) = sin(nt) cos(
t
2
) suit, si cx=cos(kt), sx=sin(xt), de :
s 1
2
n∑
k=1
(ck−1 + ck)=s 1
2
n∑
k=1
2ck− 1
2
c 1
2
=
[ n∑
k=1
2s 1
2
ck− 1
2
]
c 1
2
=
[ n∑
k=1
(−sk−1 + sk)
]
c 1
2
.
2 La premie`re inte´gration par parties.
E∗n(x) =
∫ x
pi
sin(nt) cotg( t
2
)dt = − cos(nx)
n
cotg(x
2
) +
∫ x
pi
cos(nt)
n
d
dt
cotg( t
2
)dt
donc, si 0 < x < 2π on a |E∗n(x)| ≤
2
n
| cotg(x2 )| ≤
4
nmin(x,2pi−x) et, si 0< ǫ < π,
E∗n(x) converge vers ze´ro uniforme´ment sur l’intervalle [ǫ, 2π − ǫ].
3 La majoration uniforme
∣∣E∗n(x)∣∣= ∣∣
∫ x
pi
D∗n(t)dt
∣∣≤π.
D∗n(x) = 1 + cos(nx) + 2
n−1∑
k=1
cos(kx) donc E∗n(2π − x) = −E
∗
n(x) et E
∗
n(0) =
−
∫ pi
0
D∗n =−π, il suffit d’e´tablir que si x ∈ [0, π] alors −π =E
∗
n(0)≤E
∗
n(x)≤ π.
Comme ]0, π[∋ t 7→ cotg( t2) est positive de´croissante, E
∗
n est, sur [0, π], majore´e
par son premier maximum relatif, qui puisque E∗n
′(x)=sin(nx) cotg(x2 ) est E
∗
n(
pi
n
)
qui, d’apre`s 2 ci-dessus, admet la majoration : |E∗n(
π
n
)| ≤
4
npi
n
=
4
π
≤π.
4 Fonctions cre´neaux en deux coups de la corne ψ.
Soit Cα,β=2πχα,β. Si x ∈]0, 2π[\[α, β] alors x− α, x− β∈] − k2π, (1− k)2π[
pour un meˆme k=1, 0 et Cα,β(x)=π−(x−α+2kπ)−α+β−[π−(x−β+2kπ)]=0.
Si x ∈]α, β[ alors Cα,β(x)=π − (x− α)− α+ β − [π − (x− β + 2π)]=2π.
Cα,β(α)=0−α+β−[π−(α−β+2π)]=π et Cα,β(β)=π−(β−α)−α+β−0=π.
1 dans un groupe abe´lien A ou` l’on peut diviser par 2 et indice´es par une partie discre`te
X⊂R des re´els, ici A = C,X=N\{0},Z les entiers positifs ou relatifs et, si k∈R \X, uk=0.
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5 L’inte´grale de Dirichlet S∗n(f)(x)=
1
2π
∫ x+2pi
x
f(t)D∗n(t− x)dt.
Le kie`me coefficient de Fourier de f est ck(f)=
1
2pi
∫ 2pi
0
f(t)e−iktdt, donc la nie`me
somme modifie´e S∗n(f)(x)=
1
2
[
c−n(f)e
−inx + cn(f)e
inx
]
+
n−1∑
k=1−n
ck(f)e
ikx ve´rifie :
4πS∗n(f)(x) =
∫ 2pi
0
f(t)e−in(x−t)dt +
∫ 2pi
0
f(t)ein(x−t)dt + 2
n−1∑
k=1−n
∫ 2pi
0
f(t)eik(x−t)dt
qui, puisque eik(x−t) + e−ik(x−t) = 2 cos(k(x − t)) = 2 cos(k(t − x)), vaut :∫ 2pi
0
f(t)
[
e−in(x−t) + ein(x−t) + 2
n−1∑
k=1−n
eik(x−t)
]
dt=
∫ 2pi
0
f(t)2D∗n(t − x)dt. D’ou` le
re´sultat en divisant par 4π et utilisant la 2π-pe´riodicite´ de t 7→ f(t)D∗n(t− x).
6 La dernie`re inte´gration par partie.
Si f est 2π pe´riodique, de´rivable par morceaux avec f ′ inte´grable sur [0, 2π] et
x∈R, on note x= α0< · · ·<αm+1=x+ 2π tels que f est de´rivable sur ]αj , αj+1[.
Ainsi f a des limites a` gauche et a` droite en les αk et une inte´gration par
parties de l’inte´grale de Dirichlet sur chaque intervalle de de´rivabilite´ de f donne :
2πS∗n(f)(x)=
m∑
j=0
[
f−(αj+1)E
∗
n(αj+1−x)−f+(αj)E
∗
n(αj−x)−
∫ αj+1
αj
f ′(t)E∗n(t−x)dt
]
qui, en regroupant les termes et comme par pe´riodicite´ f−(x+2π) = f−(x), vaut :
f−(x)E
∗
n(2π)−f+(x)E
∗
n(0)−
[ m∑
j=1
[f+(αj)−f−(αj)]E
∗
n(αj−x)+
∫ x+2pi
x
f ′(t)E∗n(t−x)dt
]
d’ou`, puisque (Cf. 3) E∗n(2π)=π=−E
∗
n(0), et par B du re´sume´ (Cf. 2 et 3) :
Lim
n→∞
S∗n(f)(x)=
f−(x) + f+(x)
2
6
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